
笛卡尔张量的坐标变换、

分解与不变量



本章核心问题

问题一

同一个物理张量在两套坐标系中，为什么会有不同的分量矩阵？

问题二

当分量随坐标系变化时，如何提取不依赖坐标选择的主值、主方向和标量不变

量？
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学习目标

知识目标

• 理解方向余弦矩阵及各阶笛卡尔张

量的正交坐标变换法则

• 掌握二阶张量的对称—反对称分解、

谱分解

• 掌握三个主不变量以及各向同性张

量的基本表示

能力目标

• 能够构造方向余弦矩阵，完成矢量

与二阶张量的分量变换

• 能够由平面应力解析变换求主方向

• 能够求解实对称张量的主值和主方

向，并检验不变量

进阶目标

• 区分被动坐标变换与主动刚体旋转

• 区分坐标不变性与材料各向同性

• 区分特征向量矩阵与坐标变换矩阵
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教学重点与难点

教学重点

✓方向余弦矩阵的定义与行列约定

✓二阶张量的正交变换法则 T' = QTQ^T

✓平面应力解析变换与主方向求解

✓实对称张量的谱分解与主值主方向

✓三个主不变量的代数定义与物理意义

✓对称—反对称分解与轴矢量对应

教学难点

被动变换与主动旋转的矩阵互逆关系

特征向量矩阵 V 与方向余弦矩阵 Q = V^T 的行列约定

双角公式2θ 的来源：两个方向余弦因子的乘积

不变量的代数定义与具体物理意义的区分

张量剪应变ε 与工程剪应变γ 的因子 2 关系

各向同性张量与材料各向同性的概念辨析
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本章知识结构

笛卡尔张量坐标变换

方向余弦矩阵

Q矩阵·正交性·逆变换

张量变换法则

各阶变换·商律·各向同
性

平面应力变换

双角公式·主方向·莫尔
圆

张量构造与缩并

投影算子·双点积·应变
能

对称反对称分解

唯一分解·轴矢量对应

主值主方向与不变量

谱分解·不变量·球偏分
解

工程应用：应力分析· 本构建模· 数值仿真· 强度评估
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工程问题导入

在航空航天和计算力学中，同一个物理问题往往需要使用多套坐标系：

地面坐标系

飞行器总体运动描述

风轴系

气动力表达与分析

机体坐标系

结构应力输出与校核

材料主轴系

复合材料本构关系建立

坐标系的改变不影响物理实体本身，但会改变其分量表示。

本章要解决的两个根本问题

①给出分量在不同正交坐标系之间的变换法则

②辨识在变换中保持不变的代数量（主值、主方向、不变量）

限定：三维欧几里得空间，正交归一基底，保持右手取向的纯旋转
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坐标旋转与方向余弦矩阵



新旧基底与方向余弦 3.1

设旧坐标系正交归一基底：

(e₁, e₂, e₃)

新坐标系正交归一基底：

(e'₁, e'₂, e'₃)

新基矢量在旧基底中的展开：

其中 Q ij是新基 e'i与旧基 ej的夹角余弦

方向余弦定义
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方向余弦矩阵的行列约定 3.1

矩阵 Q = [Q ij] 称为方向余弦矩阵。本章统一采用以下行列约定：

第 i 行

新基矢量 e'i在旧基底中的分量

即 e'i= Qi1e₁ + Qi2e₂ + Qi3e₃

第 j 列

旧基矢量 ej在各个新轴方向上的投影

即 ej在新坐标系中的分量列

易错提醒

不同教材可能采用"行是旧基在新基中分量"的相反约定。使用前必须确认行列定义，否则变换公式符号相反。
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矢量分量的坐标变换 3.1

对任意物理矢量 v = vjej，其在新基底下的第 i个分量：

v'i= v · e'i

= v · (Q ijej)

= Q ij(v · ej)

= Q ijvj

核心结论

矢量分量在被动坐标变换下左乘方向余弦矩阵 Q
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正交性与逆变换 3.1

新基底满足正交归一性 e'i· e'j= δij，代入展开式：

Q ikQ jl(ek · el) = Q ikQ jlδkl= Q ikQ jk= δij

正交性 逆变换

物理意义

正交矩阵的逆等于转置，因此坐标变换无需计算矩阵求逆。矢量的逆变换为 v = QT v'。
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行列式与空间取向 3.1

任意正交矩阵满足 det(Q) = ±1，两种情形对应不同的几何操作：

det(Q) = +1

保持空间取向的纯旋转

右手坐标系→ 右手坐标系

本章主要采用此情形

det(Q) = -1

包含镜像反射

右手坐标系→ 左手坐标系

轴矢量在此变换下需额外处理

这一限制与第二章对列维-奇维塔符号和轴矢量的说明一致。在纯旋转框架下，ε_ijk 作为三阶张量的变换性质保持简洁。
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概念辨析：被动变换与主动旋转 3.1

被动坐标变换

物理矢量不动，坐标基底旋转

新基底由 e'i= Q ijej给出

同一矢量的分量满足 v' = Qv

主动刚体旋转

坐标基底不动，物理矢量被旋转

v ̃ = R v

主动旋转矩阵 R 作用于矢量本身

物体在空间中实际转动

关键关系

当"基底旋转"和"物体旋转"具有相同几何转角时，两者的矩阵互为转置（逆矩阵）
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被动坐标变换 3.1

被动坐标变换：灰色为旧基底，蓝色为新基底，红色为固定物理矢量
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工程例题 3-1：平面偏航后的方向余弦矩阵 3.1

从 +e₃方向朝原点观察，新坐标系相对旧坐标系逆时针旋转角θ。求方向余弦矩阵并验证正交性。

计算前先判断（课堂互动）

① Q第一行应是什么？ ②θ=0时Q退化为？ ③θ=90°时第一行？④ det(Q)应为+1还是-1？

新基矢量：

e'₁ = cosθ e₁ + sinθ e₂

e'₂ = -sinθ e₁ + cosθ e₂

e'₃ = e₃

方向余弦矩阵

验证：QQ T = I，det(Q) = 1
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数字赋能 03 -A：构造并检验方向余弦矩阵 3.1

用 NumPy 按被动变换约定构造 Q，检查正交性、行列式，并用速度算例验证模长不变性。

import numpy as np

theta = np.radians(30.0) # 逆时针旋转30°

c, s = np.cos(theta), np.sin(theta)

Q = np.array([[c, s, 0], [-s, c, 0], [0, 0, 1]])

print("orthogonal:", np.allclose(Q @ Q.T, np.eye(3)))

print("det(Q):", np.linalg.det(Q))

v = np.array([20.0, 15.0, 0.0]) # 来流速度 m/s

v_prime = Q @ v

print("norm invariant:",

np.allclose(np.linalg.norm(v), np.linalg.norm(v_prime)))

预期输出

orthogonal: True | det(Q): 1.0 | norm invariant: True —坐标旋转不改变矢量模长
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笛卡尔张量的变换法则



各阶笛卡尔张量的变换法则 3.2

张量分量必须在正交基底变化下服从规定的变换法则：

零阶张量（标量） 一阶张量（矢量） 二阶张量

二阶张量矩阵形式

正交相似变换：T' = QTQ-1（因 Q T=Q -1）

规律推广：每个自由指标对应一个方向余弦因子
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高阶张量变换与四阶弹性张量 3.2

四阶张量（如线弹性本构张量）满足四个方向余弦因子的变换：

各向同性四阶弹性张量（Lamé 形式）

代入胡克定律σij= C ijklεkl
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从柯西面力公式推导二阶变换法则 3.2

利用 ti= σijn j在任意坐标系中形式不变，推导应力张量的变换法则。

Step 1 新旧坐标系中柯西公式：t'i= σ'ijn'j，且 t'i= Q iktk，n'j= Q jln l

Step 2 代入：t'i= Q ikσkln l，再用逆变换 n l= Q jln'j

Step 3 合并：t'i= Q ikσklQ jln'j，与 t'i= σ'ijn'j比较

核心结论

利用 n'j的任意性得到应力张量变换法则
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概念辨析：坐标不变性与材料客观性 3.2

本章讨论的坐标不变性

• 同一时刻、同一空间点

• 正交基底改变时的分量变换

• 标量不变量（I₁, I₂, I₃）

• 纯代数层面的坐标无关性

连续介质中的材料客观性

• 随时间平移、转动的观测者

• 运动历史的依赖性

• 本构响应的标架无差异性

• 涉及动力学和热力学过程

二者相关，但不能简单等同。本章建立的是进一步学习标架无差异性所需的代数基础。
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张量商律〔进阶〕 3.2

商律用于从一个对任意张量均成立的关系中，识别未知系数的张量性质。

例：若对任意温度梯度✓jT，热流 q i= -K ij✓jT 都按矢量变换，则 K ij必为二阶张量。

证明要点

→ 设 vi= Aiju j对任意矢量 u j成立，且 u、v均为矢量

→ 新坐标系中 v'i= Qim vm = Qim A mn u n

→ 又 u n = Q jnu'j，故 v'i= Qim A mn Q jnu'j

→ 另一方面 v'i= A'iju'j，因 u'j任意

→ 得 A'ij= Qim Q jnA mn ，即二阶张量变换法则

关键条件："对任意输入张量成立"。仅在某个特定矢量上成立不足以证明系数是张量。
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概念辨析：张量性与各向同性 3.2

张量性

• 分量服从对应阶次的变换法则

• 在不同坐标系中表示同一几何实体

• 是张量的基本定义要求

• 一般张量旋转后分量会改变

各向同性

• 变换后分量数组与原数组相同

• 对任意旋转都没有优先方向

• 是更强的对称性要求

• 材料各向同性≠ 场量各向同性

重要区分

一个材料具有各向同性，是指其本构响应不因材料方向改变而改变，而不是说应力、应变等任意场量都必须是各向同性张量

。
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各阶各向同性张量 3.2

各向同性张量要求：任意旋转后 T' = T。各阶情形如下：

零阶 任意标量天然各向同性

一阶 唯一的一阶各向同性张量是零矢量（非零矢量携带方向）

二阶 A ij= aδij，即 aI（静水应力是典型例子）

三阶 A ijk= aεijk（纯旋转下；镜像下为伪张量）

四阶 C ijkl= aδijδkl+ bδikδjl+ cδilδjk
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各向同性与结构方向对比 3.2

标量无方向；二阶各向同性张量αI对所有方向响应相同；结构张量𝑀𝑖𝑗 = 𝑎𝑖𝑎𝑗携带优先方向
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工程例题 3-2：材料坐标系中的平面应力 3.2

层合板全局平面应力σ，局部材料轴 x'₁相对全局轴 x₁顺时针偏转 15°。求局部应力分量。

已知应力 取θ = -15°，构造Q

Q = [[0.9659, -0.2588],

[0.2588, 0.9659]]

计算结果σ' = QσQ^T

迹不变验证：

tr(σ') = 161.60 + 38.40

= 200.00 = tr(σ)
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平面应力解析变换：双角公式 3.2

展开σ' = QσQT 得到双角公式。双角2θ 来源于两个方向余弦因子的乘积。

σ'₁₁

σ'₂₂

τ'₁₂

注意：双角2θ 不表示额外发生了一次几何旋转，而是二阶张量变换中cosθ·cosθ 等乘积的自然结果。
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主方向与主应力 3.2

主坐标系中剪应力为零，令 τ'₁₂ = 0 可得主方向：

主方向角

数值计算优先用 atan2(2τ₁₂, σ₁₁-σ₂₂) 以正确判断象限

面内主应力

使旋转后剪应力为零的坐标方向，正是应力张量的特征向量方向。两个主方向相互正交，相差90°。
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平面应力与莫尔圆 3.2
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课堂互动：莫尔圆读图判断 3.2

思考与讨论

1. 物理空间中基底逆时针旋转θ，莫尔圆上的状态点应顺时针还是逆时针转动？

2. 当状态点到达横轴（τ'=0）时，新坐标轴与什么方向重合？

3. 莫尔圆上两个交点（σ₁,0）和（σ₂,0）之间的圆心角是多少？对应物理空间多少度？

提示

回顾二阶张量变换包含两个方向余弦因子 Q ikQ jl，因此角度关系为2θ。莫尔圆的几何是这一代数事实的可视化。
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数字赋能 03 -B：二阶与平面应力变换验证 3.2

用三种路径计算同一平面应力变换：矩阵乘法、einsum 指标缩并、解析公式，验证一致性。

# 路径一：矩阵变换
sigma_prime_matrix = Q @ sigma @ Q.T

# 路径二：指标缩并
sigma_prime_einsum = np.einsum('ik,jl,kl->ij', Q, Q, sigma)

# 路径三：解析公式（双角公式）
sigma11_p = 0.5*(s11+s22) + 0.5*(s11-s22)*np.cos(2θ) + tau*np.sin(2θ)

# 验证不变量
print("trace invariant:", np.allclose(np.trace(sigma), np.trace(sigma_prime)))

print("det invariant:", np.allclose(np.linalg.det(sigma), np.linalg.det(sigma_prime)))

# 主方向
theta_p = 0.5 * np.arctan2(2*tau, s11-s22)

三条路径结果一致；迹和行列式在旋转下不变；einsum 字符串可直接推广到四阶张量
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张量构造、缩并与双点积



由两个矢量构造二阶张量 3.3

两个矢量 u 和 v 可以构造二阶张量 T，其分量定义为：

线性映射意义

T a = u(v·a)

先把 a 投影到 v 方向上，

再沿 u 方向输出矢量。

一般 uv T ≠ vu T

确为二阶张量

T'ij= u'iv'j
= Q iku k · Q jlvl
= Q ikQ jl(u k vl)

= Q ikQ jlTkl✓

结构张量 M ij= aiaj是这种构造的特例（u=v=a），用于描述纤维方向等各向异性结构。
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投影算子：法向与切向 3.3

设 n 为单位矢量，可构造两个互补的正交投影算子：

法向投影算子 P_n

P_n a = n(n·a)，给出 a 沿 n 方向的投影

切向投影算子 P_t

P ta = a -P n a，保留切平面内的部分

矢量分解

投影算子性质
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法向与切向投影算子 3.3

任意矢量a分解为法向分量P_n a和切向分量P_t a；对面力t同样适用

35



概念辨析：左缩并、右缩并与转置 3.3

对二阶张量 T 和矢量 u，缩并的位置不同结果不同：

右缩并 T·u

Tiju jei= T u

用 T 的第二指标与 u 缩并

左缩并 u·T

u iTijej= T
T u

用 T 的第一指标与 u 缩并

普遍关系

对任意二阶张量成立，不要求 T 对称

本书优先使用指标式或矩阵乘法，以避免点号位置造成歧义。
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缩并与双点积 3.3

缩并：对一对指标求和，阶次降2

• T ii= tr(T) —同张量内缩并→标量

• A ikB kj—两张量间缩并→二阶

• C ijij—双重缩并→标量

• 每缩并一对指标，阶次降低二阶

双点积（Frobenius 内积）

性质：

A:B = B:A（交换性）

A:A = ||A||_F² ≥ 0（范数）

约定提醒

本书统一采用 𝐴: 𝐵 = 𝐴𝑖𝑗𝐵𝑖𝑗。对非对称张量，𝐴𝑖𝑗𝐵𝑖𝑗 与 𝐴𝑖𝑗𝐵𝑗𝑖不能混用。
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物理映射：应力功与剪应变约定 3.3

单位参考体积上的应力功率或功增量：

线性弹性应变能密度

从零载荷比例加载

剪应变约定（关键！）

ε₁₂是张量剪应变，γ₁₂是工程剪应变

易错点

把对称应力和应变的六个独立分量排列成工程向量时，必须明确剪切位置存放的是张量剪应变ε_ij 还是工程剪应变γ_ij，并相应调

整系数 2，不能直接混用。
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工程例题 3-3：应变能密度的双点积计算 3.3

已知应力和小应变张量（非对角元为张量剪应变），计算σ:ε 和应变能密度 W 。

应力张量 (MPa) 应变张量

计算过程

法向项：σ₁₁ε₁₁ + σ₂₂ε₂₂ + σ₃₃ε₃₃ = (200×1500 + 0×(-400 ) + (-20)×100 )×10⁻⁶ = 0.298 MPa

剪切项（因对称性出现两次）：2(σ₁₂ε₁₂ + σ₂₁ε₂₁) = 2×50×800×10⁻⁶ MPa = 0.080 MPa

σ:ε = 0.298 + 0.080 = 0.378 MPa，W = ½ ×0.378 = 0.189 MJ/m³
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数字赋能 03 -C：张量构造与双点积 3.3

import numpy as np

u = np.array([2.0, -1.0, 3.0])

v = np.array([0.5, 4.0, 1.0])

# 两种方式构造 T_ij = u_i v_j

T1 = np.outer(u, v)

T2 = np.einsum('i,j->ij', u, v)

print("outer consistent:", np.allclose(T1, T2))

# 双点积计算应变能
sigma = np.array([[200,50,0],[50,0,0],[0,0,-20]])

epsilon = np.array([[1500,800,0],[800,-400,0],[0,0,100]]) * 1e-6

double_dot = np.einsum('ij,ij->', sigma, epsilon)

print("sigma:epsilon =", double_dot, "MPa")

print("W =", 0.5 * double_dot, "MJ/m^3")

输出：outer consistent: True | σ:ε = 0.378 MPa | W = 0.189 MJ/m³ —与手算结果一致
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二阶张量的对称—反对称分解



对称张量与反对称张量 3.4

对称张量 S

S ij= S ji

• 三维有 6 个独立分量

• 应力、应变等力学量通常对称

• 可正交对角化（谱定理）

反对称张量 W

W ij= -W ji

• 对角分量为零

• 三维有 3 个独立分量

• 与轴矢量一一对应

力学应用：速度梯度分解

速度梯度L = ✓vi/✓xj可分解为 L = D + W ，其中 D 为应变率张量（对称），W 为旋率张量（反对称）。

D 描述变形速率，W 描述刚体旋转速率。
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唯一分解与正交性 3.4

任意二阶张量 T 可唯一分解为对称部分 S 和反对称部分 W ：

对称部分 反对称部分

Frobenius 内积下的正交性

→

对称部分和反对称部分是"互补正交"的，范数满足勾股定理形式的分解。
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课堂练习：对称—反对称分解 3.4

给定矩阵（5分钟练习）

请依次完成：

1. 计算S = ½(T+TT) 和 W = ½(T -T T)

2. 验证 S+W=T 3. 计算 S:W

4. 核对 ||T||F² = ||S||F² + ||W||F²

自检结果（参考）

S = [[2, 1], [1, 4]]，W = [[0, 2], [-2, 0]]

S:W = 2×0 + 1×2 + 1×(-2) + 4×0 = 0 ✓

||T||F² = 4+9+1+16 = 30，||S||F² = 4+1+1+16 = 22，||W||F² = 0+4+4+0 = 8

30 = 22 + 8 ✓
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反对称张量与轴矢量 3.4

三维右手正交坐标系中，任意反对称张量 W 可与一个轴矢量 a 对应：

定义关系 矩阵形式

核心性质

反对称张量作用于矢量等价于轴矢量的叉乘

分量对应

a₁ = W ₃₂ = -W ₂₃，a₂ = W ₁₃ = -W ₃₁，a₃ = W ₂₁ = -W ₁₂
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概念辨析：轴矢量不是普通极矢量 3.4

极矢量（普通矢量）

• 在纯旋转下按 v'=Qv 变换

• 在镜像反射下也按同样方式变换

• 例子：位置、速度、力、加速度

• 有明确的物理方向

轴矢量（伪矢量）

• 纯旋转下与极矢量变换形式相同

• 镜像反射下多一个行列式因子

• 例子：角速度、力矩、角动量

• 方向由右手定则定义

本书约定

在右手坐标系之间、且仅考虑保持取向的纯旋转时使用上述对应关系。涉及镜像变换时必须额外考虑空间取向，这与第二章ε_ijk 的

伪张量性质一致。
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主值、主方向与谱分解



实对称张量的特征值问题 3.5

对柯西应力张量，若某截面的面力与法向共线：

λ 是主应力，n 是对应的主方向

特征方程

存在非零解 n 的条件

标准特征多项式
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谱定理：实对称张量的性质 3.5

对于实对称二阶张量，谱定理保证：

1 三个特征值均为实数
主应力、主应变都是实数

2 不同特征值对应的特征向量相互正交

主方向构成正交基底

3 可选取一组正交归一特征向量构成主基底

存在使张量对角化的坐标系

4 张量可以被正交对角化

σ' = diag(σ₁, σ₂, σ₃)

若存在重复特征值，对应特征子空间内的主方向不唯一，但可选取任意一组正交归一基底。
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特征向量矩阵与坐标变换矩阵 3.5

NumPy 等数值库返回的特征向量矩阵 V 按列排列特征向量，与本书 Q 的行列约定不同：

特征向量矩阵 V

• 列向量是主方向

• V = [v⁽¹⁾ v⁽²⁾ v⁽³⁾]

• V T σ V = Λ（对角化）

方向余弦矩阵 Q

• 行向量是新基底

• 新基底取为主方向时

• 必须令 Q = VT

关键关系

→

主坐标系中应力张量变为对角矩阵，对角元即为主应力

50



谱表示（谱分解） 3.5

实对称张量可表示为三个主方向投影算子的加权和：

加权投影算子之和

物理意义与工程用途

• 每个主方向 n (α)构造一个投影算子 P (α)= n(α)n (α)T

• 张量 = 主值×对应投影算子的求和

• 可用于本构关系中各向异性张量函数的表示

• 谱分解是主值、主方向、投影算子三者的统一表达
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工程例题 3-4：主值、主方向与谱重构 3.5

已知应力张量，求主值、主方向，构造 V 和 Q=V^T ，验证对角化，用谱分解重构。

特征值

σ₁=50 对应的主方向 对角化验证

QσQT = diag(50, 30, 0) MPa

Q = VT，V 按列存放特征向量

谱分解重构

σ = 50·n ⁽¹⁾n ⁽¹⁾ᵀ + 30·n ⁽²⁾n ⁽²⁾ᵀ + 0·n ⁽³⁾n ⁽³⁾ᵀ = 原矩阵✓
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二阶张量的主不变量



主不变量的代数定义 3.6

特征多项式det(λI -T) = λ³ -I₁λ² + I₂λ -I₃的系数即为主不变量：

I₁
一阶主子式之和（迹）

I₂
二阶主子式

I₃
三阶主子式（行列式），衡量线性映射是否可逆

在正交变换 T' = QTQ T 下，T' 与 T 相似，因此具有相同的特征多项式和三个主不变量。
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不变量的特征值形式 3.6

若 T 的特征值为λ₁, λ₂, λ₃，则三个不变量是特征值的基本对称多项式：

第一不变量

特征值之和

第二不变量

两两乘积之和

第三不变量

特征值之积

物理意义（以应力为例）

• I₁ = σ₁+σ₂+σ₃ = 3σ_m，与平均正应力（静水压力）相关

• I₂与偏应力强度有关，但全应力的 I₂不是通用畸变能度量

• I₃ = σ₁σ₂σ₃，I₃=0 表示至少一个主应力为零

• 三个不变量完全由张量的谱确定，与坐标系选择无关

55



主子式形式与列维-奇维塔表达 3.6

三个不变量可按主子式阶次统一理解：I₁=一阶主子式和，I₂=二阶主子式和，I₃=三阶主子式。

I₂的主子式展开

I₃的ε-δ 表达

与第二章ε-δ代数衔接

主子式选取规则

二阶主子式的行、列必须选取相同的指标集合，如 {1,2}、{1,3}、{2,3}，不能交叉选取。
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主不变量与主子式层级 3.6
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概念辨析：不变量的代数定义与物理解释 3.6

I₁的物理意义

对小应变ε，tr(ε) 是体积应变；对应力σ，I₁是平均正应力的3倍，不直接等于体积变化（需本构关系）

I₂的物理意义

全应力的 I₂不是通用畸变能度量。塑性理论使用偏应力的第二不变量 J₂，而非全应力 I₂

I₃=0 的含义

只说明张量奇异。对对称应力张量表示至少一个主应力为零，但不自动说明是平面应力坐标系

核心原则：代数定义适用于任意二阶张量，物理意义取决于张量类型和具体模型，不能简单套用。
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应用预览：应力的球—偏分解 3.6

应力张量可分解为球形部分（各向同性）和偏部分（方向差异）：

平均正应力 球—偏分解

偏应力张量

tr(s) = 0，扣除各向同性部分后的方向差异

球形部分σm I

• 各方向相同的正应力

• 主要与体积改变有关

• 静水压力 p = -σm

偏部分 s

• 方向差异引起的应力

• 主要与形状改变有关

• 是塑性屈服的关键因素
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J₂与 von Mises 等效应力 3.6

偏应力的第二不变量 J₂衡量偏应力强度，是塑性力学的核心标量：

偏应力第二不变量

von Mises 等效应力 主应力形式

工程意义

• σvm 把多轴应力状态换算为具有相同偏应力强度的单轴应力标量

• 对延性金属，可将σvm 与材料屈服强度比较，判断是否进入塑性

• 静水压力部分不影响 von Mises 应力（纯体积变化不导致屈服）

• 本节仅建立联系，具体屈服模型和安全系数属于后续课程内容
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第三不变量与奇异性 3.6

I₃ = det(T) 衡量线性映射是否可逆：

I₃≠ 0

T 可逆

线性映射是一一对应的

所有主应力非零

I₃ = 0

存在非零 n 使 Tn = 0

对对称应力：至少一个主应力为零

线性映射不可逆

易错提醒

I₃=0 只说明某个主应力为零，但并不自动说明原坐标系就是薄板意义上的"平面应力坐标系"。

是否可采用平面应力模型，还需要结合几何、边界条件和厚度方向假设综合判断。
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数字赋能 03 -D：主方向矩阵与不变量校核 3.6

# 求主值和主方向（对称张量用eigh）

evals, V = np.linalg.eigh(sigma)

# 按降序重排（eigh默认升序）

order = np.argsort(evals)[::-1]

evals, V = evals[order], V[:, order]

# 本书Q的行是新基矢量 → Q = V^T

Q_principal = V.T

sigma_principal = Q_principal @ sigma @ Q_principal.T

# 验证不变量

def invariants(T):

I1 = np.trace(T)

I2 = 0.5 * (I1**2 - np.trace(T @ T))

I3 = np.linalg.det(T)

return np.array([I1, I2, I3])

# 任意旋转后不变量应相同

sigma_prime = Q @ sigma @ Q.T

print("invariant check:",

np.allclose(invariants(sigma), invariants(sigma_prime)))

要点：eigh返回升序特征值+列向量V；Q=V^T ；约10⁻¹✓量级非对角元是浮点舍入误差
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形成性评价（一）：概念判断

判断下列说法是否正确，并说明理由

1. 坐标系旋转后，改变的是物理量本身，而不是它的分量表示。

2. 若 NumPy 返回特征向量矩阵 V，则主坐标变换矩阵 Q = V。

3. 应力张量的第一不变量 I₁直接等于体积应变。

4. 反对称张量 W 作用于矢量 r 等价于其轴矢量 a 与 r 的叉乘。

评价目的

检查是否建立"物理量不变—分量变化"的核心认识，是否掌握 Q=V^T 的行列约定，是否理解不变量的物理意义有条件性，是否掌握反对称张量

与轴矢量的对应。

常见错误：第2题最易错（Q= V而非VT）；第3题反映学生混淆代数定义和物理解释。
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形成性评价（二）：计算与推导

计算与推导题

给定平面应力σ = [[80, 30], [30, -20]] MPa：

(1) 用σ' = QσQT 计算θ=30°旋转后的应力分量；

(2) 求主方向角θ_p 和两个主应力；

(3) 验证旋转前后迹和行列式不变。

评价目的

检查能否综合运用矩阵变换、双角公式和不变量概念。参考答案：σ'₁₁≈85.98, σ'₂₂≈-25.98, τ'₁₂≈12.68 MPa ；θ_p≈15.5°；主应力≈84.2和

-24.2 MPa。

常见错误：θ符号搞反、主方向公式用tan不用atan2、忘记验证不变量。
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本章核心概念回顾

方向余弦矩阵

𝑄𝑖𝑗 = 𝑒′𝑖 · 𝑒𝑗，行是新基在旧基中的分量

被动坐标变换

物理量不变，基底旋转；𝑣′ = 𝑄𝑣，𝑇′ = 𝑄𝑇𝑄𝑇

张量性与各向同性

张量性=服从变换法则；各向同性=变换后分量不变

投影算子

𝑃𝑛 = 𝑛𝑛𝑇（法向），𝑃𝑡 = 𝐼 − 𝑛𝑛𝑇（切向）

对称—反对称分解

T=S+W ，S:W= 0，W 与轴矢量对应

谱分解

实对称张量可正交对角化，𝜎 = Σ𝜎𝛼𝑛
𝛼
𝑛

𝛼 𝑇

主不变量

I₁=tr(T), I₂,I₃，坐标变换下保持不变

球—偏分解

σ=σmI+s，J₂衡量偏应力强度，𝜎𝑣𝑚 = 3𝐽2
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关键公式回顾

矢量变换 分量随基底旋转的变换法则

二阶张量变换 正交相似变换，QTQ T

主坐标变换 特征向量矩阵V与Q的关系

第一不变量 迹，特征值之和

偏应力第二不变量 偏应力强度度量

von Mises 应力 多轴应力等效单轴标量
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物理图像回顾

被动变换

物理矢量不动，基底旋转

莫尔圆

物理θ→应力空间2θ

投影算子

法向/切向正交分解

不变量

主子式层级结构

贯穿全章的物理图像

坐标系旋转不改变物理实体，只改变分量表示；从变化的分量中提取不变的主值、主方向和标量不变量。
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能力目标与易错点回顾

学完本章你应该能

✓构造方向余弦矩阵并验证正交性

✓完成矢量和二阶张量的坐标变换

✓由平面应力解析变换求主方向

✓求解实对称张量的主值和主方向

✓计算并检验三个主不变量

✓完成对称—反对称分解

✓用投影算子分解面力

✓用双点积计算应变能密度

最容易混淆的问题

被动变换 vs 主动旋转（矩阵互逆）

Q=V T vs Q=V（行列约定）

双角2θ的来源（非二次旋转）

张量剪应变ε vs 工程剪应变γ（因子2）

全应力I₂ vs 偏应力J₂（畸变能）

I₁=体积应变？（需本构关系）

I₃=0=平面应力？（需几何判断）

左缩并 vs 右缩并（转置关系）
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课后任务与下章衔接

课后任务

• 基础：完成习题 3.1—3.4（概念辨析与变换法则推导）

• 计算：完成习题 3.10—3.12（层合板应力变换、球偏分解、主应力）

• 编程：完成习题 3.14—3.15（随机旋转下不变量校核、行列约定验证）

• 拓展：思考习题 3.16（张量不变量与机器学习特征的关系）

• 预习：阅读第4章"曲线坐标与张量分析"，思考为什么需要曲线坐标

下章衔接

本章在笛卡尔正交坐标系中建立了张量变换法则。下一章将推广到一般曲线坐标系，引入协变/逆变分量、克里斯托费尔符号和协变

导数。

本章的正交变换 Q 和不变量概念，将在曲线坐标中以更一般的形式重现。
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